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11.1 位相空間

定義 11.1.

集合X の部分集合族 T (すなわち，T ⊆ P(X))が次の 3条件を満たす
とき，T をX の位相構造または位相という．

(O1) X ∈ T , ∅ ∈ T

(O2) ∀Ui ∈ T ,
∩n

i=1 Ui ∈ T
⇔ (O2’) ∀U1, U2 ∈ T , U1 ∩ U2 ∈ T

(O3) ∀Uλ ∈ T ,
∪

λ∈Λ Uλ ∈ T
⇔ (O3’) ∀S ⊆ T ,

∪
S ∈ T

ノート
定義 4.7.より，和集合の定義は以下の通り．∪

S = {x : ∃A ∈ S, x ∈ A}
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11.1 位相空間

定義 11.2.

位相構造 T が 1つ定められた集合Xを位相空間とよび，(X, T )または
T を省略して，X で表す．このとき，X の要素を位相空間 (X, T )
の点とよび，T の要素を (X, T )の開集合とよぶ．

ノート
定義 11.3.について

定義 10.3.および補題 10.5.により定義される距離空間における開集合
全体が成す集合族 T (X, d)(定義 10.15.)は定理 10.8.より開集合系の公
理を満たす．
したがって，距離空間 (X, d)は，この自然に定まる開集合系 T (X, d)
を位相構造としてもつ位相空間の一つの特殊例である．
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11.1 位相空間

定義 11.8.

位相空間X の任意の部分集合Aに対し，X −AがX の開集合のとき，
AはX の閉集合であるという．以下のノートの記法を用いれば，

A ∈ T ⇔ X −A ∈ F

ノート
補題 10.4.より，やはり距離空間でもこの性質は成り立つ．以降閉集合
系は F と表すが，F ≠ P(X)− T であることに注意する．

定義 11.9. (閉集合の基本 3性質).

(C1) X ∈ F , ∅ ∈ F

(C2) ∀Fi ∈ F ,
∪n

i=1 Fi ∈ F
(C3) ∀Fλ ∈ F ,

∩
λ∈Λ Fλ ∈ F
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11.2 内部と閉包，集積点と孤立点

定義 11.10.

位相空間X の点 xに対し，x ∈ U を満たすX の開集合 U を xの近
傍と呼ぶ．
距離空間における近傍 U(X,x, ε)に比べて，近傍の条件が緩い．こ

のような少ない情報で近傍を定義すると距離関数によらない一般的な
位相空間での性質を証明できる．
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11.2 内部と閉包，集積点と孤立点

定義 11.11.

位相空間 (X, T ) において，任意の集合 A ⊆ X と点 x ∈ X に対し，次
のように定義する．

(1) x が A の 内点であるとは，
∃U ⊆ A, (U ∈ T ) ∧ (x ∈ U)

が成り立つことをいう．A における内点全体の集合を 内部といい，
IntXA と表す．
(2) x が A の 触点であるとは，

∀U ∈ T , (x ∈ U) ⇒ (U ∩A ̸= ∅)

が成り立つことをいう．A における触点全体の集合を 閉包といい，
ClXA と表す．
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11.2 内部と閉包，集積点と孤立点

註 11.13

集合 A ⊆ X の 外部 ExtXA と境界 BdXA を次で定義する．

ExtXA = X − ClXA,

BdXA = X − (IntXA ∪ ExtXA).

定理 11.12.

任意のA ⊆ X に対して，次が成立する．
(1)

IntXA =
∪

{U : U ⊆ A, U ∈ T }.

(2)

ClXA =
∩

{F : A ⊆ F, F ∈ F }.

定理 11.12.と定義 11.1.より，IntXAはAに含まれる最大のXの開
集合であり，ClXAはAを含む最小のX の閉集合である．
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11.2 内部と閉包，集積点と孤立点

補題 11.14.

任意の集合 A ⊆ X について，次が成り立つ．

(1)
A ∈ T ⇐⇒ ∀x ∈ A, ∃Ux ∈ T , (x ∈ Ux) ∧ (Ux ⊆ A).

(2)

A ∈ F ⇐⇒ ∀x ∈ X −A, ∃Ux ∈ T , (x ∈ Ux) ∧ (Ux ∩A = ∅).
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11.2 内部と閉包，集積点と孤立点

定義 11.15.

集合 A ⊆ X とする．x は A の 集積点であるとは，

∀U ∈ T , (x ∈ U) ⇒ (U ∩ (A− {x}) ̸= ∅)

が成り立つことをいう．A における集積点全体の集合を 導集合と呼び，
Ad と表す．
x は A の 孤立点であるとは，

(x ∈ A) ∧ (x が A の集積点でない)

ことをいう．A における孤立点全体の集合は ClXA−Adと表される
（註 11.17）．
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11.2 内部と閉包，集積点と孤立点

ノート
11.2節で定義してきた記号をここでまとめる．

x ∈ IntXA ⇐⇒ ∃U ⊆ A, (U ∈ T ) ∧ (x ∈ U),
x ∈ ClXA ⇐⇒ ∀U ∈ T , (x ∈ U) ⇒ (U ∩A ̸= ∅),
x ∈ ExtXA ⇐⇒ x ∈ X − ClXA,
x ∈ BdXA ⇐⇒ x ∈ X − (IntXA ∪ ExtXA),
x ∈ Ad ⇐⇒ ∀U ∈ T , (x ∈ U) ⇒ (U ∩ (A− {x}) ̸= ∅),
x ∈ ClXA−Ad ⇐⇒ x ∈ A ∧ x /∈ Ad.
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